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第３章 補間法

３．１ ラグランジュの補間法

３．２ エルミートの補間法

３．３ スプライン関数による補間

３．４ アキマの方法

３．５ 逐次補間法
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補間法

コンピュータグラフィックスコンピュータグラフィックス、、ＣＡＤＣＡＤ

与えられた数個の点から必要とする点の
関数値を計算

離散的な数値列から近似関数を求める

数値積分公式や微分公式を得るための基
の式として用いられる

裁断機の動作制御、自動的な作図裁断機の動作制御、自動的な作図
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与えられたｎ＋１個の点

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }nn221100 xf,x,････,xf,x,xf,x,xf,x

３．１．１ ラグランジュの補間公式

ｎ次多項式
ラグランジュの補間多項式

( ) ( ) ( )xLxfxP k

n

0k
k∑

=

=
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ラグランジュの補間公式ラグランジュの補間公式

ｎ＋１個の点を通る

ｎ次多項式
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ラグランジュの補間係数
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ラグランジュの補間係数ラグランジュの補間係数
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )nkkk xxxxxxxxxxx −−−−−= +− LL 1110π

例 のとき25 == k,n

( ) ( )( )201 xxxxx −−=π

例 のとき1k,2n ==

( ) ( )( )( )( )( )543102 xxxxxxxxxxx −−−−−=π
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( ) ( )    
n

0k
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=

= xx
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d ππ ( ) ( ) ( )   n10 xxx πππ +++= L

( )の微分xπ

( ) ( ) ( )( ) ( )n
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0
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )n10n10 xxxxxxxxxxxxx −′−−+−−′−=′ LLLLπ

( )( ) ( )′−−−++ n10 xxxxxx LLLL

( )   x0π ( )   x1π

( )   xnπ
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ラグランジュの補間公式の導出
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与えられたｎ＋１個の点

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }nn221100 xf,x,････,xf,x,xf,x,xf,x

をすべて通るｎ次多項式を

(1)

仮定仮定
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ラグランジュの補間公式の導出 (2)
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ラグランジュの補間公式の導出 (2)
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ラグランジュの補間公式の導出 (2)
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ラグランジュの補間公式の導出 (３)
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ｎ＋１個の点を通る

ｎ次多項式
( ) ( ) ( )xLxfxP k

n
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kjjk )x(L δ=

⇒kjδ クロネッカーのデルタ

ラグランジュの補間係数
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例１例１ ｎ＝１のときのラグランジュの補間公式を求めよ。ｎ＝１のときのラグランジュの補間公式を求めよ。

 
xx
xx)x(L

10

1
0 −

−
=  

xx
xx

)x(L
01

0
1 −

−
=

( ) ( ) ( )1
01

0
0

10

1 x
xx
xxx

xx
xxxP f f 

−
−

+
−
−

=

分点  10 x,x のときは、１次多項式
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例２例２ 右の表のような右の表のような とと
に対する補間多項式を求めよ。に対する補間多項式を求めよ。

( )kk xfx

ラグランジュの補間係数は、

( )( )
( )( ) 2010
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=
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1 −−=
−−
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( ) ( )( ) ( ) ( ) 11500212150 ×−×+×−−×−−×= xx.xxxx.xP
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xxxx)x(L
−−
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=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221100 xxLxxLxxLxP f f f ++=
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xxxx)x(L
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ラグランジュの補間多項式

( ) ( )21−= xxP

例３例３ 例２の結果を用いて例２の結果を用いて
のの の補間値を求めよ。の補間値を求めよ。

50.x =
( )xf

( ) ( ) 25015050 2 ...P =−=
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5.0x= 5.0x= 5.0x=
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例３例３ 例２の結果を用いて例２の結果を用いて
のの の補間値を求めよ。の補間値を求めよ。

50.x =
( )xf

( ) ( )( )
( )( ) ( )+

−−
−−

= 0x
2010
2x1xxP f 

( )( )
( )( ) ( )+

−−
−−

1x
2101
2x0x f ( )( )

( )( ) ( )2x
1202
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−−
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221100 xxLxxLxxLxP f f f ++=

5.0x= 5.0x= 5.0x= 5.0x=5.0x= 5.0x=

１ ０ １

( )( ) 125.015.05.0 ×−− ( ) 115.05.05.0 ×−×( ) 025.05.0 ×−−

( ) ( ) 2501125007501375050 .....P =×−+×+×=

5.0x=

20

 )x(p)x(f −⇒　誤差

３．１．２３．１．２ 補間多項式の誤差補間多項式の誤差

：区間Iでｎ＋１回連続微分可能)x(f

関数 をｎ次補間多項式 で近似したときの誤差評価 )x(f  )x(p
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３．１．２３．１．２ 補間多項式の誤差補間多項式の誤差

( ) ( )( ) ( )nxxxxxxx −−−= LL10π

)x(p)x(f)x(F −=　補助関数

( ) ( ) nx,x,x,xpxf ⋅⋅⋅⇒− 100　
：間Iでｎ＋１回連続微分可能)x(f

関数 をｎ次補間多項式 で近似したときの誤差評価 )x(f  )x(p
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３．１．２３．１．２ 補間多項式の誤差補間多項式の誤差

区間 Ｉ で ｎ＋１ 個の零点

( ) ( )( ) ( )nxxxxxxx −−−= LL10π

( ) ( ) ( ) n10 x,x,x0x,xpxf ⋅⋅⋅⇒− 　　π

 )x(c)x(p)x(f)x(F π−−=　補助関数

：区間Iでｎ＋１回連続微分可能)x(f

Ｃ：定数、

関数 をｎ次補間多項式 で近似したときの誤差評価 )x(f  )x(p
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 )x(c)x(p)x(f)x(F π−−=　補助関数

 
)x(

)x(p)x(fc
m

mm

π
−

=

任意の新しい補間点 でmx

補間多項式の誤差（２）補間多項式の誤差（２）

区間 Ｉ で ｎ＋１ 個の零点 ( ) n10 x,,x,x0xF ⋅⋅⋅⇒ 　　

区間 Ｉ で ｎ＋２ 個の零点

( ) nm10 x,,x,,x,x0xF L⋅⋅⋅⇒ 　　

mxx0 ⇒⇒ 　
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補間多項式の誤差（３）補間多項式の誤差（３）

 )x(c)x(p)x(f)x(F π−−=

( )　　零点xF′

( )　　零点xF

ｎ＋１ 個 区間 Ｉ

)`(xf

)(      0)`( baf <<= ζζ

)(xf

a b xξ

( )  0f =′ ξ
( ) [ ] ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
する。が少なくとも一つ存在を満足する

　　　　　　　　

になる。すなわち、がのある点で

ならば、区間微分可能、かつ

でで連続で、開区間は閉区間

理　　　　　　　　ロールの定

ξ
ξξ baf

xfb,a
bfaf

b,ab,axf
\

<<=′
′

=

0
0

ｎ＋２ 個 区間 Ｉ
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補間多項式の誤差（３）補間多項式の誤差（３）

 )x(c)x(p)x(f)x(F π−−=

( )　　零点xF′

( )　　零点xF

ｎ＋１ 個 区間 Ｉ

ｎ＋２ 個 区間 Ｉ

( )　　零点xF ′′ ｎ 個

( )　　零点xF ′′′

M
( )( )　零点xF n 1+

ｎ－１ 個

１ 個

)`(xf

)(      0)`( baf <<= ζζ

)(xf

a b xξ

( )  0f =′ ξロールの定理を繰り返し適用する
( )( )

とするこれを満足する点を

るので、は零点を１個持ってい　

ξ
xF 1n+

( )( ) 0F 1n =+ ξ
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補間多項式の誤差（５）補間多項式の誤差（５）

 )x(c)x(p)x(f)x(F π−−=
ｎ＋１回微分する

( )( ) 0xp 1n =+

( ) ( )( ) ( )n10 xxxxxxx −−−= LLπ

( )( )xf 1n+

( ) 0
1nn1n xxxxx 1nn ααααπ +++++= −+

− L

( ) ( ) L++=′ nx1nxπ
( ) ( )( ) L++=′′ −1nxn1nxπ

( )( ) ( ) ( )( )( ) 1･2･33n2n1nn1nx1n L−−−+=+π

( )( ) ( )！1nx1n +=+π

？次式 ｎ次式 ｎ＋１次式

( ) ( ) ( )!1ncxfxF )1n()1n( +−= ++

( ) ( )!1ncf )1n( +−= + ξ ξ⇒x
0

( )( ) 0F 1n =+ ξ

( ) ( )
( )  
x

xpxfc
m

mm

π
−

= ( )
( )!1n

fc
)1n(

+
=

+ ξ
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補間多項式の誤差評価式補間多項式の誤差評価式

( ) ( ) ( ) ( )m

n

mm x
n

fxpxf πξ
)!1(

)1(

+
=−

+

は区間内の任意の１点mx

( ) ( ) ( ) ( )x
n

fxpxf
n

πξ
)!1(

)1(

+
=−

+

xxm ⇒

補間多項式の誤差（６）補間多項式の誤差（６）

28

例４ 例１の最大誤差を求めよ。

( ) maxff ′′⇒′′ の最大値ξ
( ) ( ) ( )( )

max
10 f

!2
xxxxxpxf ′′−−

≤−

例１はｎ＝１の場合であるから

( ) ( ) ( )
( ) ( )x

!1n
fxpxf

)1n(

πξ
+

=−
+

( ) ( ) ( ) ( )x
!2

fxpxf πξ′′
=−

( ) ( )( ) ( )nxxxxxxx −−−= LL10π

( )( )
( ) ( )

42

2
0110

1010

xxxxx

xxxxxx

−+
=

−−

のときで、最大値は

の間でとりうるとが

( ) ( ) ( )
max

2
10 f

8
xxxpxf ′′−

≤−最大誤差


