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３．２３．２ エルミート（エルミート（HermiteHermite）の）の補間法補間法

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
k

n

0k
kkk∑ ∑

= =

′+=

ｎ＋１個の点で関数と一致

エルミートの補間多項式

２ｎ＋１次の多項式

ｎ＋１個の点で微係数が一致

( ) ( ) kk xfxp =

( ) ( ) kk xfxp ′=′

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
k

n

0k
kkk∑ ∑

= =

′+=

( ) ( ) )n,2,1,0k(      xfxp kk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅==

エルミートの補間多項式

( ) ( ) )n,2,1,0k(      xfxp kk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=′=′

 ∑
=

=
n

k
kk )x(f)x(L)x(P

0

ラグランジュの補間公式

エルミート（Hermite）の補間法(2)エルミートの補間多項式と
ラグランジュの補間公式の関係
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
k

n

0k
kkk∑ ∑

= =

′+=
( ) ( ) xfxp kk =

( ) ( )  xfxp kk ′=′

エルミート（Hermite）の補間法(３)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  j

n

k
kj

n

k
kkjkj xfxfxgxfxhxP =′+= ∑ ∑

= =0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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njnjjjjj
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xfxhxfxhxfxhxfxh

=
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LL
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1100

1100

( ) 1  xh kiik Lδ= ( ) 2  xg ik L0=

 jxx ⇒

を求める( ),xh ik ( )ik xg

( )   1xh jj =

( )   ０以外 =jj xh

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ∑ ∑
= =

′′+′=′
n

k
k

n

k
kkk xfxgxfxhxP

0 0

( ) ( ) xfxp kk =

( ) ( )  xfxp kk ′=′

エルミート（Hermite）の補間法(４)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  j

n

k
kj

n

k
kkjkj xfxfxgxfxhxP ′=′′+′=′ ∑ ∑

= =0 0
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′′++′′++′′+′′+

′++′++′+′=

LL

LL

1100

1100

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
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n

0k
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= =

′+=

 jxx ⇒

を求める( ),xh ik′ ( )ik xg′

( ) 4  xg kiik Lδ=′( ) 3  xh ik L0=′
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エルミート（Hermite）の補間法(５)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
k

n

0k
kkk∑ ∑

= =

′+=

( ) 1  xh kiik Lδ= ( ) 2  xg ik L0=

( ) 4  xg kiik Lδ=′( ) 3  xh ik L0=′

( ),xhk ( )xgk を求める

エルミート（Hermite）の補間法(６)

 xx k⇒
( )  xL kk 1⇒

( )   1=kk xh

( )1bax1 k +=

仮 定

を決定する（１）( ),xhk

( )  xL jk kjδ=

( ) 1  xh kiik Lδ=

( ) 3  xh ik L0=′

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xLxLbax2xLaxh kk
2

kk ′++=′  

( ) ( ) ( )320 kkk xLbaxa ′++=

( )  xL kk 1⇒

( )   0xh kk =′
 xx k⇒

微分

( ) ( ) ( )[ ]  2
kk xLbaxxh +=
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( )1bax1 k +=

エルミート（Hermite）の補間法(７)

( ) ( ) ( )3xLbax2a0 kkk ′++=

( ) ( )′′+= 3xL2a0 kk ( )kk xL2a ′−=

( ) ( )′+′−= 1bxxL21 kkk ( ) kkk xxL21b ′+=

１

＿＿＿

( ) ( ) ( )[ ]  2xLbaxxh kk +=

( ) ( )( )[ ] ( )[ ]  2
kkkkk xLxxxL21xh −′−=

を求めるb,a

エルミート（Hermite）の補間法(８)

 xx k⇒

仮 定

を決定する（１）( )xgk

( )  xL jk kjδ=

( )  xL kk 1⇒
 xx k⇒

微分 ( )2dcx0 k +=

( )   0xg kk =
( )  xL kk 1⇒

( ) 2  xg ik L0=

( ) 4  xg kiik Lδ=′

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xLxLdcx2xLcxg kk
2

kk ′++=′  
( )   1xg kk =′

( ) ( ) ( )4xLdcx2c1 kkk ′++=

( ) ( ) ( )[ ]  2xLdcxxg kk +=
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( )2dcx0 k +=

エルミート（Hermite）の補間法(９)

( ) ( ) ( )4xLdcx2c1 kkk ′++=

を求めるd,c

０

＿＿＿

( )′= 41c
( )′+×= 2dx10 k kxd −=

( ) ( ) ( )[ ]  2xLdcxxg kk +=

( ) ( ) ( )[ ]  2
kkk xLxxxg −=

エルミート（Hermite）の補間法(１０)

( ) ( ) ( )[ ]  2
kkk xLxxxg −=

( ) ( )( )[ ] ( )[ ]  2
kkkkk xLxxxL21xh −′−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xfxgxfxhxP
n

0k
k

n

0k
kkk∑ ∑

= =

′+=

の誤差エルミート補間多項式

( ) ( )
( )( )

( ) ( )[ ]  2
2n2

x
!2n2

fxpxf πξ
+

=−
+

まとめまとめ
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３．３３．３ スプラインスプライン((SplineSpline))関数による補間関数による補間

区分多項式
閉区間 をｎ＋１個の分点で分割し、
この小区間内をそれぞれ異なった多項式で
関数を近似する方法

[ ]b,a

 x 1-j  xj  x 2j+ x 1j+ x 2-j

( ) xf
( ) xf

bxxxxa n210 =<<<<= L

[ ]1jj x,x +

小区間
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0.4

0.6

1

0.8

-1 -0.5 0.5 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S0(x)S1(x)

s1HxL=H0.0588235+ 0.129147H0.8 + xL+0.205026H0.8 + xL2+ 0.893259H0.8 + xL3L
s2HxL=H0.1+ 0.318348H0.6 + xL+ 0.740981H0.6 + xL2+ 0.836385H0.6 + xL3L
s3HxL=H0.2+ 0.715107H0.4 + xL+ 1.24281H0.4 + xL2+ 13.4083H0.4 + xL3L
s4HxL=H0.5+ 2.82122H0.2 + xL+ 9.28777H0.2 + xL2- 54.4694H0.2 + xL3L
s5HxL=H1.+ 1.33227ｴ10-15H0. + xL- 23.3939H0. + xL2+ 54.4694H0. + xL3L
s6HxL=H0.5- 2.82122H-0.2+ xL+ 9.28777H-0.2 + xL2 - 13.4083H-0.2 + xL3L
s7HxL=H0.2- 0.715107H-0.4 + xL+ 1.24281H-0.4 + xL2 - 0.836385H-0.4 + xL3L
s8HxL=H0.1- 0.318348H-0.6 +xL+ 0.740981H-0.6 + xL2 - 0.893259H-0.6 + xL3L
s9HxL=H0.0588235- 0.129147H-0.8 + xL+ 0.205026H-0.8 + xL2 - 0.34171H-0.8 + xL3L

s0HxL=J1
26
+ 0.0881415H1 + xL+ 0.34171H1+ xL3N

S2(x)

S3(x)

S4(x)
S5(x)

S6(x)

S7(x)
S8(x) S9(x)

スプライン関数による補間法

10次のラグランジュの補間多項式による補間法

5次のラグランジュの補間多項式による補間法

2251
1)(

x
xf

+
=元の関数

全体補間と区分多項式による補間法
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３次区分多項式３次区分多項式

関数値が一致

１階微分値が連続

２階微分値が連続

スプライン関数による補間スプライン関数による補間
(2)(2)

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=

３次区分多項式３次区分多項式

関数値が一致

１階微分値が連続

２階微分値が連続

スプライン関数による補間スプライン関数による補間
(3)(3)

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=

( )∑
=

−=
3

0i

i
jji xxa

( )　1nj0 −≤≤( ) jjj fxs =

( ) １１ ++
= jjj fxs

( ) ( )jjj1j xsxs ′=′−

( ) ( )jjj1j xsxs ′′=′′ −

( )　1nj1 −≤≤

( )　1nj0 −≤≤

( )　1nj1 −≤≤
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条件式 ４ｎ－２個
未知数 ４ｎ個

端点条件端点条件 スプライン関数による補間スプライン関数による補間
(4)(4)

( ) β=′′− n1n xs

( ) α=′′ 00 xs

( ) 1n1n xs β=′−

条件式を２個追加

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=

( ) 100 xs α=′

( )
( )2f

hahahaaxs

1j

3
j3j

2
j2jj1j0j1jj

+

+

=

+++=

jjj hxx =−+1

スプライン関数の導出
スプライン関数による補間スプライン関数による補間(5)(5)

( ) ( )1faxs j0jjj ==

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=

jxx⇒

1jxx +⇒

( ) jjj fxs =( ) １１
　++

= jjj fxs
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スプライン関数を微分する
スプライン関数による補間スプライン関数による補間(6)(6)

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=

スプライン関数を１回微分する

( ) ( ) ( )2j3jj2j1jj xxa3xxa2axs −+−+=′

さらに、もう１回微分する

( ) ( )j3j2jj xxa6a2xs −+=′′

( ) 2jjj a2xs =′′

( ) j3j2j1jj ha6a2xs +=′′ +

jxx⇒

1jxx +⇒

スプライン関数の導出(3) スプライン関数による補間スプライン関数による補間(7)(7)

( ) ( )1nj0uxs jjj −≤≤=′′

( ) ( )1nj0uxs 1j1jj −≤≤=′′ ++

２次微分値の仮定

( ) ( )3ua2xs j2jjj 　==′′

( ) ( )4uha6a2xs 1jj3j2j1jj ++ =+=′′

jxx⇒

1jxx +⇒

( ) 2jjj a2xs =′′

( ) j3j2j1jj ha6a2xs +=′′ +

jxx⇒

1jxx +⇒
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スプライン関数の導出(4) スプライン関数による補間スプライン関数による補間(8)(8)

( )3ua2 j2j 　=
( )4uha6a2 1jj3j2j +=+

( )2fhahahaa 1j
3
j3j

2
j2jj1j0j +=+++

( )1fa j0j =

2/ua j2j 　=

j0j fa =

( )j1j
j

3j uu
h6
1a −= +

2/ua j2j 　= 　j0j fa = 1jj3jj uha6u +=+

( )j1j
j

3j uu
h6
1a −= +

( ) 1jj1j
2
jj

2
jj1jj fuuh

6
1uh

2
1haf ++ =−+++

( ) ( )j1j
j

j1jjjj1j ff
h
1uuh

6
1uh

2
1a −=−++ ++

( ) ( )j1jjj1j
j

1j u2uh
6
1ff

h
1a +−−= ++

( )1jjjj1j uu2h
6
1ma ++−=

j

jj
j h

ff
m

−
= + 1

2/ua j2j 　=

　j0j fa =

( )j1j
j

3j uu
h6
1a −= +

j

jj
j h

ff
m

−
= +1

( )1jjjj1j uu2h
6
1ma ++−=

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 　
3

jj1j
j

2
j

j

j1jj
j

jjj

xxuu
h6
1xx

2
u

xxuu2
6
h

mfxs

−−+−+

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+=

+

+

スプライン関数による補間スプライン関数による補間(9)(9)
スプライン関数の導出(5)

( ) ( ) ( ) ( )3j3j
2

j2jj1j0jj xxaxxaxxaaxs −+−+−+=
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１回微分

スプライン関数による補間スプライン関数による補間(10)(10)
連続の条件

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 　
3

jj1j
j

2
j

j

j1jj
j

jjj

xxuu
h6
1xx

2
u

xxuu2
6
h

mfxs

−−+−+

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+=

+

+

( ) ( ) ( ) ( )( ) 　2jj1j
j

jj1jj
j

jj xxuu
h2
1xxuuu2

6
h

mxs −−+−++−=′ ++

jxx⇒ ( ) ( )1jj
j

jjj uu2
6
h

mxs ++−=′

( ) ( ) ( ) ( )( ) 　21j1jj
1j

1j1jj1j
1j

1j1j xxuu
h2
1xxuuu2

6
h

mxs −−
−

−−−
−

−− −−+−++−=′

ｊ⇒ｊ－１

jxx⇒

( ) ( ) ( ) 1j1jj1j1jj1j
1j

1jj1j huu
2
1huuu2

6
h

mxs −−−−−
−

−− −+++−=′

1j1jj hxx −− =−

( ) ( )jjj1j xsxs ′=′−( ) ( )1jj
j

jjj uu2
6
h

mxs ++−=′

( ) ( ) ( ) 1j1jj1j1jj1j
1j

1jj1j huu
2
1huuu2

6
h

mxs −−−−−
−

−− −+++−=′

連続の条件(2) スプライン関数による補間スプライン関数による補間(11)(11)

( ) ( ) ( ) 　1j1jj1j1jj1j
1j

1j1jj
j

j huu
2
1huuu2

6
h

muu2
6
h

m −−−−−
−

−+ −+++−=+−

1jj1j
1j

j
j1j

1j
j mmu

6
h

u
3

hh
u

6
h

−−
−−

+ −=+
+

+

1j

1j
j

1jjj

1j

h
f

f
h

1
h
1

h
f

−

−

−

+ +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

1j

1jj

j

j1j

h
ff

h
ff

−

−+ −
−

−
=

1j
1j

j
j1j

1j
j u

6
h

u
3

hh
u

6
h

−
−−

+ +
+

+
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例７ 下の表で与えられた数値をもとにしてスプライン関数を求め

よ。ただし、端点条件として２次微分値をｕ０＝０，ｕ３＝６とする。

0 1 2 3

0 2 3 16( )xf
x

1j

1j
j

1jjj

1j

h
f

f
h

1
h
1

h
f

−

−

−

+ +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

1j
1j

j
j1j

1j
j u

6
h

u
3

hh
u

6
h

−
−−

+ +
+

+

0u0 = 6u3 =

を代入1j =

0

0
1

011

2

h
ff

h
1

h
1

h
f

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

　0
0

1
10

2
1 u

6
hu

3
hhu

6
h

+
+

+

1
02

1
1

1
1

1
3

+×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=0

6
1u

3
11u

6
1

12 ×+
+

+

6u4u 12 −=+

例７ 下の表で与えられた数値をもとにしてスプライン関数を求め

よ。ただし、端点条件として２次微分値をｕ０＝０，ｕ３＝６とする。

0 1 2 3

0 2 3 16( )xf
x

1j

1j
j

1jjj

1j

h
f

f
h

1
h
1

h
f

−

−

−

+ +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

6
h

u
3

hh
u

6
h 1j

j
j1j

1j
j −−

+ +
+

+

0u0 = 6u3 =

を代入2j =

1

1
2

122

3

h
ff

h
1

h
1

h
f

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

　1
1

2
21

3
2 u

6
hu

3
hhu

6
h

+
+

+

1
23

1
1

1
1

1
16

+×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=12 u

6
1u

3
116

6
1

×+
+

+×

66uu4 12 =+
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例７ 下の表で与えられた数値をもとにしてスプライン関数を求め

よ。ただし、端点条件として２次微分値をｕ０＝０，ｕ３＝６とする。

0 1 2 3

0 2 3 16( )xf
x0u0 = 6u3 =

( )
( )⎩

⎨
⎧

==+
=−=+

2j66u4u
1j6uu4

21

21

6u1 −= 18u2 =

2m0 = 1m1 = 13m2 = j

jj
j h

ff
m

−
= +1

1hhh 210 ===

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 　
3

jj1j
j

2
j

j

j1jj
j

jjj

xxuu
h6
1xx

2
u

xxuu2
6
h

mfxs

−−+−+

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+=

+

+

0u0 = 6u3 =6u1 −= 18u2 =

2m0 = 1m1 = 13m2 =

( ) ( ) ( ) ( )( ) 　
3

0 0x06
6
10x602

6
120xs −−−+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −×−+=

( ) ( ) ( ) ( )1x00x0x3xs 3
0 ≤≤−−−=

0 1 2 3

0 2 3 16( )xf
x

( ) ( ) ( ) ( )2x11x41x32xs 32
1 ≤≤−+−−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3x22x22x92x63xs 32
2 ≤≤−−−+−+=

例７ 下の表で与えられた数値をもとにしてスプライン関数を求め

よ。ただし、端点条件として２次微分値をｕ０＝０，ｕ３＝６とする。


