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第４章第４章 関数近似関数近似

４．１ 最小二乗近似

４．２ 直交多項式による最小二乗近似

４．３ 離散的データの最小２乗近似

４．３．１ 分点５の最小２乗近似

４．３．２ 分点７の最小２乗近似

４．４ 未定係数法による離散データの

最小２乗近似
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関数近似

例

一つの関数を別の関数で置き換えること

離散的な数値から近似式を作ること

☆ＭＩＮ－ＭＡＸ法

☆最小２乗近似

ＭＩＮ－ＭＡＸ法

誤差の絶対値の最大値を最小にする
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４．１ 最小２乗近似

最小２乗近似法 ある与えられたデータと近似値の
差の２乗の総和を最小にする方法

・誤差を含むデータを
ごく自然で滑らかな
データに変換する

・任意の関数を別の
直交関数で置き換
える

∑
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( ) ( ) ( ) ( ) rss

b

a r rdxxxxw δαφφ =∫
直交関係式

)(xf : 被近似関数、区間[a,b]で連続

)(xrφ :直交関数
ra :  係数(定数)

４．１ 最小２乗近似

定義式
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直交関係式
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rsδ : クロネッカーのデルタ

( ) 規格化係数：rα

( ) ( ) ( ) ( ) rss

b

a r rdxxxxw δαφφ =∫

( ) 重み係数（積分の核）：xw

区間[a,b]における関数と近似式の２乗誤差は

( ) ( ) ( ) dxxaxfxwR
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求めるには　

をを最小にする

最小２乗近似の係数の導出
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最小２乗近似の係数の導出(2)

rra φ
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a r rdxxxxw δαφφ =∫直交関係式

( )rarα=

最小２乗近似の係数の導出(3)

( ) ( )
( ) ( ) rnrnrrr

1r10r0
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rara
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δαδα
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a rr dxxxfxw
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( ) rsr δα
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∑
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rr xaxf

0
)()( φ

最小２乗近似式

( ) ( ) ( ) ( )∫=
b

a rr dxxxfxw
r

1a φ
α

４．２ 直交多項式による最小２乗近似
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ルジャンドルの多項式による近似

r
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d

r
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1)( 2 −=

0)()1()('2)(")1( 2 =++−− xprrxxpxpx rrr微分方程式

ルジャンドルの多項式

∫
+

−

+
=

1

1
)()(

2
12 dxxpxfra rr係数

∑
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∫
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1 12
2)()( rssr r

dxxpxp δ直交関係式

最小２乗近似

ルジャンドルの多項式による近似(2)

( ) ( ) ( ) ( )∫=
b

a rr dxxxfxw
r

1a φ
α

一般式

( ) ( )1x3
2
1xp 2

2 −=例えば、

( )3x2cossinx

２

２
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ラゲールの多項式による近似

)()( xr
r
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r ex
dx
dexL −=

0)()(')1()(" =+−+ xrLxLxxxL rrr

ラゲールの多項式

微分方程式

∫
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)!(
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∑
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0r
rr )x(La)x(f最小２乗近似

∫
∞ − =
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2)!()()( rs
x

sr rdxexLxL δ直交関係式

ラゲールの多項式による近似（２）

( ) ( ) ( ) ( )∫=
b

a rr dxxxfxw
r

1a φ
α

一般式
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)()1()(
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dexH −−=

0)(2)('2)(" =+− xrHxxHxH rrr

エルミートの多項式による近似

エルミートの多項式

微分方程式

r r

0 1 3

1 2x 4

2 5

( )xHr ( )xHr

24 2 −x

表４．３

xx 128 3 −

124816 24 +− xx

xxx 12016032 35 +−

∫
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∞
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rr )x(Ha)x(f最小２乗近似

直交関係式

エルミートの多項式による近似（２）

( ) ( ) ( ) ( )∫=
b

a rr dxxxfxw
r

1a φ
α

一般式
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微分方程式

チェビシェフの多項式による近似

)coscos()( 1 xrxTr
−=

0)()(')(")1( 22 =+−− xTrxxTxTx rrr

チェビシェフの多項式

r r

0 1 3

1 x 4

2 5

( )xTr ( )xTr

12 2 −x

表４．４

xx 34 3 −

188 24 +− xx

xxx 52016 35 +−

チェビシェフの多項式による近似（２）
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係数

∑
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∫
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x
xTxT δπ

)0,0( ≠≠ sr

π= )0( ==sr

直交
関係式

( ) ( ) ( ) ( )∫=
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a rr dxxxfxw
r

1a φ
α

一般式
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４．３ 離散的データの最小２乗近似

離散的データ

ihax +=
),,2,1,0( Ni L=

測定データ

離散的データの最小２乗近似（２）

離散的な直交多項式の具体的な例
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直交関係式

グラムの多項式
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離散的データの最小２乗近似（３）
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1 dx)x(p)x(f
r

a rr α
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rr xpaxf

0
)()(連続型の

最小２乗近似

離散型の
最小２乗近似

４．３．１ 分点５の最小２乗近似

となるであるから、 2mm2N ==
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r
rr mtpaty

0
)2,()(

例３ 次の表で与えられたデータより近似式を作れ
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例３ 次の表で与えられたデータより近似式を作れ

例３
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分点５の最小２乗近似（２）
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３次近似式

)(28.0)(81.0)(072.0)(00.2)( 32103 tptptptpty −++=

分点５の最小２乗近似（４）

２次近似式

１次近似式

)(81.0)(072.0)(00.2)( 2102 tptptpty ++=

)(072.0)(00.2)( 101 tptpty +=

分点５の最小２乗近似（５）

最小２乗近似の誤差評価
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４．３．２ 分点７の最小２乗近似
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分点７の最小２乗近似（２）
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32105
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演習問題 次のデータを用いて最適
な3次式を求めなさい。

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-152 -74 -26 -4 4 10 23 57 135

x
( )xf

答えは？？

４．４ 未定係数法による
離散的データの最小２乗近似

( ) ( )
次の多項式を与えられたとき、これ

が離散的データ

l

L m,,1,0k,f,t kk =

∑
=

=+++=
l

l
ll L

0j

j
j

2
210 tatatataa)t(p )1m( +≥ l

で最小２乗近似する

２乗誤差の総和が最小となるような係数を求める。

( )[ ]
2m

0k
kk tpfE ∑

=

−= l
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未定係数法による離散的データの最小２乗近似
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未定係数法による離散的データの最小２乗近似
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例５ 表４．６を用いて２次の最小２乗近似式を求めよ

2
2102 tataa)t(p ++=

511111tT
2

2k

0
k0 =++++== ∑

−=

021012tT
2

2k

1
k1 =+++−−== ∑

−=

∑
−=

=
2

2k
p

p
k Tt l+= jp ( ) ( )2,1,02,1,0p +=

( ) ( ) 1021012tT 22222
2

2k

2
k2 =+++−+−== ∑

−=

( ) ( ) 021012tT 33333
2

2k

3
k3 =+++−+−== ∑

−=

( ) ( ) 3421012tT 44444
2

2k

4
k4 =+++−+−== ∑

−=

例５ 表４．６を用いて２次の最小２乗近似式を求めよ

2
2102 tataa)t(p ++=

99.961.216.222.198.002.3tfF
2
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kk0 =++++== ∑
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( ) ( )
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98.0102.32tfF

222
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2
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2
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=×+×+×+

×−+×−== ∑
−=
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例５ つづき

99.9F0 =

36.0F1 =

66.25F2 =

5T0 =
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a
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0

186.1a0 = 036.0a1 = 406.0a2 =

例５ つづき

186.1a0 = 036.0a1 = 406.0a2 =

2t406.0t036.0186.1y ++=

２次近似式

)(81.0)(072.0)(00.2)( 2102 tptptpty ++=

分点５の最小２乗近似


