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６．５．１ ルジャンドル・ガウスの積分公式
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例13 としてルジャンドル・ガウスの
積分公式を求めよ

1=n

ルジャンドル・ガウスの積分公式より

( ) ( ) ( ) RxfHxfHdxxf ++=∫
+

− 1100
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の零点をとるので( )xP2
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1,013
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1=n10 , xx分点 は であるから
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例13(2)
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⋅
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例14 3次の多項式の積分 は
分点2の例13の公式を用いて数値積分
誤差が零となることを確かめよ

( ) dxx∫
+

−
+

1

1

31

1=n のルジャンドル・ガウスの公式より

( ) 41
3

111
3

111
33

1

1

3 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−⋅=+∫
+

−
dxx

解析的な積分も明らかにその値は４となる

16

６．５．２ その他のガウス形の積分公式

積分区間 ，[ )∞,0 ( ) xexw −=

( ) ( ) 0
0

=⇒ ∫
∞ − dxxxLe k

x π

( ) ( ) ( ) ( ) 01
== ∫ dxxxLxw

x
G

b

a k
kk

k π
π

ラゲール・ガウスの積分公式

( ) ( )nrdxxLxe n
rx <=∫

+

−

− 0
1

1
直交条件：

( )
( ) PolinomialLegendrexL

tcoefficienLagrangexL

n

k

:
:
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ラゲール・ガウスの積分公式(２)

ラゲール・ガウスの積分公式
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例15 のときラゲール・ガウスの

積分公式を求めよ
1=n

ラゲール・ガウスの積分公式より

( ) ( ) ( ) RxfHxfHdxxfe x ++=∫
∞ −

11000

分点は

( ) 242
2 +−= xxxL

より，この零点は

22,22,22 10 +=−=±= xxx

20

例15(2)

( )dxxedx
xx
xxeH xx ∫∫

∞ −∞ − −−−=
−
−

=
00

10

1
0 22

22
1

10 , HH はラグランジュの係数を用いて

上式の右辺第1項は部分積分を
行うことにより求まる

4
22

0
+

=H
4

22
1

−
=H ( ) ( )( ) ( )( )ηη 44

2

6
1

!4
!2 ffR ==
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・エルミート・ガウスの積分公式

積分区間 ，( )∞∞− , ( ) 2xexw −=

( ) ( ) ( )22

1 x
n
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n e
dx
dexH −−=

エルミートの多項式
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直交条件：
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∞
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・チェビシェフ・ガウスの積分公式

積分区間 ，[ ]1,1 +− ( ) 211 xxw −=

( ) ( )xnxTn
1coscos −=

チェビシェフの多項式

( ) ( )nrdxxT
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x
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−
0
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1 2
直交条件：
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６．６ ロンバーグ積分法

リチャードソンの補外法を積分公式に適用し
て誤差を逐次減少させていく方法

間隔ｈの台形公式

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) L−+′′−

++== ∫
+

1
45

1
3

720
1

12
1

2

ηξ fhfh

hafafhdxxfI
ha

a

( )haa +<< ,,, 11 Lηξ

28

区間ｈを２分割して台形公式を２回適用

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )haa

fhfh

hafhafaf

hdxxfI
ha

a

+<<

−+′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++×

⋅== ∫
⋅+

,,,
720
2

212
2

2

22
1

22

2
45

2

3

22

L

L

ηξ

ηξ

ロンバーグ積分法(2)

･･･（ⅱ）
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ロンバーグ積分法(3)

（ⅱ）×４－（ⅰ）
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⎤
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4
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⎠
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⎜
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30

ロンバーグ積分法(4)

とすると　前の式で　 21 hh =

シンプソンの1/3則

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( )

( )111

1
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11
45

1
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12

2,,,
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1
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24
3

1
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fhfh
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ha
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+<<

−+−

++++== ∫
+

L

L

ζη

ζη （ⅲ）
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ζη fhfh
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
4

1
4

21 , ηηξξ ffff =′′=′′
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⎠
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⎜
⎝
⎛−
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⎤
⎢
⎣

⎡
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⎠
⎞

⎜
⎝
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2
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3
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2
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1
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a

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) L−+′′−

++== ∫
+

1
45

1
3

720
1

12
1

2

ηξ fhfh

hafafhdxxfI
ha

a

30

ロンバーグ積分法(4)

とすると　前の式で　 21 hh =

シンプソンの1/3則

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( )

( )111

1
67

11
45

1

11
12

2,,,
756
1

90
1

24
3

1

haa

fhfh

hafhafafhdxxfI
ha

a

+<<

−+−

++++== ∫
+

L

L

ζη

ζη （ⅲ）
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ロンバーグ積分法(5)

区間 を２分割してシンプソン公式を
２回適用し を消去

1h
5

1h

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) L−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫

⋅+

3
6

7
1

3
4

5
1

111

1124

2756
2

290
2

2
2
342

2
4

23
11

ζη fhfh

hafhafhaf

hafafhdxxfI
ha

a

･･･（ⅳ）

32

ロンバーグ積分法(6)

（ⅳ）× －（ⅲ）24

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( )13

3
6

7
1

11

1
112

2,
215120

1

27
2
332

12
2

327
45

1

haa

fh

hafhaf

hafhafafhdxxfI
ha

a

+<<

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

++⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++== ∫

+

L

L

ζ

ζ

ニュートン・コーツの４次の積分公式
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ロンバーグ積分法(5)

区間 を２分割してシンプソン公式を
２回適用し を消去
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ロンバーグ積分法(6)

（ⅳ）× －（ⅲ）24

( ) ( ) ( )
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( )( )

( )13

3
6

7
1
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1
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1
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2
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2
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1
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hafhafafhdxxfI
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+<<

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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++⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++== ∫

+

L

L

ζ

ζ

ニュートン・コーツの４次の積分公式
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ロンバーグ積分法(7)

・ロンバーグ法のアルゴリズム

( ) ( )[ ] ( )hhhafafhP =++= 0
0

0,0 2

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++= ∑

−

=
kk

r
k

k
k

hhhafrhafafhP
k

2
2

2

12

1
0,

( )L3,2,1,
14

4 1,11,
, =

−
−

= −−− mk
PP

P m
mkmk

m

mk

34

ロンバーグ積分法(8)
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ロンバーグ積分法(7)

・ロンバーグ法のアルゴリズム

( ) ( )[ ] ( )hhhafafhP =++= 0
0

0,0 2

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++= ∑

−

=
kk

r
k

k
k

hhhafrhafafhP
k

2
2

2

12

1
0,

( )L3,2,1,
14

4 1,11,
, =

−
−

= −−− mk
PP

P m
mkmk

m

mk

34

ロンバーグ積分法(8)
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例16 ロンバーグ積分公式を用いて表６．９より
積分 を小数点以下5桁まで

正確に求めよ
( )dxxf∫

80.2

00.2

全区間に台形公式を適用して

[ ] 5334811.94446468.163890561.7
2
8.0

0,0 =+=P

36

例16(2)

4.01 =h として

[ ]
1760110.9

4446468.160231764.1123890561.7
2
4.0

0,1

=

+×+=P

したがって

0568543.9
14

4 0,00,1
1,1 =

−
−

=
PP

P
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全区間に台形公式を適用して
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例16(2)

4.01 =h として
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例16(3)

2.01 =h として

([
) ] 0857558.94446468.164637380.13

0231764.110250135.923890561.7
2
2.0

0,2

=++

+×+=P

したがって

0555917.9
14

4

0556707.9
14

4

2
1,11,2

2

2,2

0,10,2
1,2

=
−
−

=

=
−
−

=

PP
P

PP
P

38

例16(4)

第m次とm+1次の差をEとすると
0000790.01,22,2 =−= PPE

要求される精度 以下であるため
次の段階の計算を行う

5105.0 −×

0555907.9
14

4

0555908.9,0555958.9,0631358.9

3
2,22,3

3

3,3

2,31,31,3

=
−
−

=

===

PP
P

PPP

56
2,33,3 105.0101.0 −− ×<×=−= PPE

この値はつぎのように指定制度を充分満足する
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例16(3)

2.01 =h として

([
) ] 0857558.94446468.164637380.13

0231764.110250135.923890561.7
2
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0,2

=++

+×+=P

したがって

0555917.9
14

4

0556707.9
14

4

2
1,11,2

2

2,2

0,10,2
1,2

=
−
−
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=
−
−

=

PP
P

PP
P
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例16(4)

第m次とm+1次の差をEとすると
0000790.01,22,2 =−= PPE

要求される精度 以下であるため
次の段階の計算を行う

5105.0 −×

0555907.9
14

4

0555908.9,0555958.9,0631358.9

3
2,22,3

3

3,3

2,31,31,3

=
−
−

=

===

PP
P

PPP

56
2,33,3 105.0101.0 −− ×<×=−= PPE

この値はつぎのように指定制度を充分満足する
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