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行列の行と列の要素が代わる行列の行と列の要素が代わる
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上三角方程式の解法

12321 ,,,,n,ni L−−=

例１ 次の方程式を解け

023 321 =++ xxx
32 32 =+ xx
22 3 =x

)1(
)2(
)3(

まず、式（３）より 13 =x

13/)1210(1 −=×−−=x

1,1,1 321 ==−= xxx

32 , xx を式（１）に代入して

11232 ××−=xこれを式（２）に代入して

解

( )322 3 L=x

( )232 32 L=+ xx

( )1023 321 L=++ xxx

７．２．２ ガウス（Gauss）の消去法
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初期値を bbAA == )0()0( ,

（７．８）

連立方程式 bAx = の解法で
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第２行－第１行×（－１/２）

操作

⇒×
2
1

1
2
3

2
11 −−

1
2
3

2
11 −−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

72/12/110
22/12/10
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

操作回数

1=l

2=l

解
bA 操作

2
1
2

11

×

22
2
11

2
110 −−

第３行－第２行

2
1
2

11

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

解 得られた拡大行列

155 3 −=x

232 321 −=+− xxx

2
2
1

2
1

32 =− xx



長嶋秀世

7．4 反 復 法 4

例２ 次の方程式をガウスの消去法で解け。

65 321 =++ xxx

232 321 −=+− xxx

32 321 =−+− xxx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

拡大行列

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −− 2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

操作回数

第３行－第１行×（１/２）

0=l

1=l

解
bA

第２行－第１行×（－１/２）

操作

⇒×
2
1

1
2
3

2
11 −−

1
2
3

2
11 −−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

72/12/110
22/12/10
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

操作回数

1=l

2=l

解
bA 操作

2
1
2

11

×

22
2
11

2
110 −−

第３行－第２行

2
1
2

11

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

解 得られた拡大行列

155 3 −=x

232 321 −=+− xxx

2
2
1

2
1

32 =− xx



長嶋秀世

7．4 反 復 法 4

例２ 次の方程式をガウスの消去法で解け。

65 321 =++ xxx

232 321 −=+− xxx

32 321 =−+− xxx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

拡大行列

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −− 2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

操作回数

第３行－第１行×（１/２）

0=l

1=l

解
bA

第２行－第１行×（－１/２）

操作

⇒×
2
1

1
2
3

2
11 −−

1
2
3

2
11 −−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

72/12/110
22/12/10
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

操作回数

1=l

2=l

解
bA 操作

2
1
2

11

×

22
2
11

2
110 −−

第３行－第２行

2
1
2

11

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

解 得られた拡大行列

155 3 −=x

232 321 −=+− xxx

2
2
1

2
1

32 =− xx



長嶋秀世

7．4 反 復 法 4

例２ 次の方程式をガウスの消去法で解け。

65 321 =++ xxx

232 321 −=+− xxx

32 321 =−+− xxx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

拡大行列

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −− 2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

操作回数

第３行－第１行×（１/２）

0=l

1=l

解
bA

第２行－第１行×（－１/２）

操作

⇒×
2
1

1
2
3

2
11 −−

1
2
3

2
11 −−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

72/12/110
22/12/10
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

操作回数

1=l

2=l

解
bA 操作

2
1
2

11

×

22
2
11

2
110 −−

第３行－第２行

2
1
2

11

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

15500
22/12/10
2312

解 得られた拡大行列

155 3 −=x

232 321 −=+− xxx

2
2
1

2
1

32 =− xx



長嶋秀世

7．4 反 復 法 5

155 3 −=x

を代入13 23 == x,x

2
2
1

2
1

32 =− xx

上式より　

232 321 −=+− xxx
2
1

2
13 23 =−= xx を代入し、　 12 =x

23312 1 −=×−−x 41 =x

33 −=x

基本行列

( ) ji,,cac,j,iP ij ≠= 残りの要素＝０対角要素＝１，:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
01

21
c

c,P ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
010
001

13
c

c,P ;

（ａ）

（ｂ） ( )
０　　　　残りの要素＝

を除いて１対角要素が 0≠= c,ca,ac,iR iiii:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
00

1
c

cR ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
cR

00
010
001

3;

基本行列(2)
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

100
010
01

21
aaa
aaa
aaac

Ac,P ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +++
=

+

333231

232221

231322122111

aaa
aaa

caacaacaa

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

00
010
001

3
aaa
aaa
aaa

c
AcR ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

cacaca
aaa
aaa

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

第３行－第１行×（１/２）

0=l 1=l

第２行－第１行×（－１/２）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
⇒

6151
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
⇒

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6151
3211
2312

100
0121
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
=

6151
221210
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 6151
22110
2312

1021
010
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

7212110
221210
2312



長嶋秀世

7．4 反 復 法 5

155 3 −=x

を代入13 23 == x,x

2
2
1

2
1

32 =− xx

上式より　

232 321 −=+− xxx
2
1

2
13 23 =−= xx を代入し、　 12 =x

23312 1 −=×−−x 41 =x

33 −=x

基本行列

( ) ji,,cac,j,iP ij ≠= 残りの要素＝０対角要素＝１，:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
01

21
c

c,P ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
010
001

13
c

c,P ;

（ａ）

（ｂ） ( )
０　　　　残りの要素＝

を除いて１対角要素が 0≠= c,ca,ac,iR iiii:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
00

1
c

cR ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
cR

00
010
001

3;

基本行列(2)
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

100
010
01

21
aaa
aaa
aaac

Ac,P ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +++
=

+

333231

232221

231322122111

aaa
aaa

caacaacaa

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

00
010
001

3
aaa
aaa
aaa

c
AcR ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

cacaca
aaa
aaa

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

第３行－第１行×（１/２）

0=l 1=l

第２行－第１行×（－１/２）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
⇒

6151
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
⇒

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6151
3211
2312

100
0121
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
=

6151
221210
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 6151
22110
2312

1021
010
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

7212110
221210
2312



長嶋秀世

7．4 反 復 法 5

155 3 −=x

を代入13 23 == x,x

2
2
1

2
1

32 =− xx

上式より　

232 321 −=+− xxx
2
1

2
13 23 =−= xx を代入し、　 12 =x

23312 1 −=×−−x 41 =x

33 −=x

基本行列

( ) ji,,cac,j,iP ij ≠= 残りの要素＝０対角要素＝１，:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
01

21
c

c,P ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
010
001

13
c

c,P ;

（ａ）

（ｂ） ( )
０　　　　残りの要素＝

を除いて１対角要素が 0≠= c,ca,ac,iR iiii:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
00

1
c

cR ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
cR

00
010
001

3;

基本行列(2)
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

100
010
01

21
aaa
aaa
aaac

Ac,P ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +++
=

+

333231

232221

231322122111

aaa
aaa

caacaacaa

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

00
010
001

3
aaa
aaa
aaa

c
AcR ;

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

cacaca
aaa
aaa

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

6151
3211
2312

第３行－第１行×（１/２）

0=l 1=l

第２行－第１行×（－１/２）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
⇒

6151
221210
2312

//
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
⇒

7212110
221210
2312

//
//

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6151
3211
2312

100
0121
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
=

6151
221210
2312

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 6151
22110
2312

1021
010
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

7212110
221210
2312



長嶋秀世

7．4 反 復 法 5

155 3 −=x

を代入13 23 == x,x

2
2
1

2
1

32 =− xx

上式より　

232 321 −=+− xxx
2
1

2
13 23 =−= xx を代入し、　 12 =x

23312 1 −=×−−x 41 =x

33 −=x

基本行列

( ) ji,,cac,j,iP ij ≠= 残りの要素＝０対角要素＝１，:

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
01

21
c

c,P ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
010
001

13
c

c,P ;

（ａ）

（ｂ） ( )
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例３ 次の方程式をガウス・ジョルダン法で解け。
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例３Ｂ 次の方程式をガウス・ジョルダン法で解け。
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例４ 次の方程式をクラウト法で解け。
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⎥
⎥
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例４ 次の方程式をクラウト法で解け。
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例４ 次の方程式をクラウト法で解け。
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例５ 次の方程式をコレスキー法で解け。
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例５ 次の方程式をコレスキー法で解け。
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