
７．６．２ ヤコビ法
1−= JAJB 相似変換⇒

実対称行列

1
11
−AJJ2J 1

2
−J3J 1

3
−J112 23 3

対角行列

DJJJAJJJJJ =−−−− 11
1

1
2

1
1121 LL DJJJAJJJJJ nnnn =−− 121121



ヤコビ法２
1−JAJB 1= JAJB

J ビ⇒J ヤコビの回転行列

直交行列 ITT t =
tJJ =−1 JJ =
ttJAJB = 直交変換



ヤコビ法３
tJAJB tJAJB =

行列Ｂの ｉ, ｊ 要素を零にするため

00 == bb 00 == jiij b,b

⎤⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

000000100
000000010
000000001

ｉ, i 要素にcosθ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

=
000100000
000010000
000001000

I
j, ｊ 要素にcosθ

ｉ ｊ 要素に i θ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

010000000
001000000
000100000 ｉ, ｊ 要素にsinθ

j ｉ要素に -sinθ⎥
⎦

⎢
⎣ 100000000

j,ｉ要素に -sinθ



ヤコビ法４列i 列jヤコビの回転行列

⎥
⎤

⎢
⎡ 000000001

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢

000000100
000000010

行i θcos θsin

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

000001000
000000100行i θcos θsin

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

=
000100000
000010000J

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢

001000000
000100000

行j θcosθsin−

⎥
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢
⎢

⎣ 100000000
010000000
⎥
⎦

⎢
⎣ 100000000



ヤコビ法５tJAJB = JAJB =
⎥
⎤

⎢
⎡ 14131211 bbbb

⎥
⎤

⎢
⎡ 0001

⎥
⎤

⎢
⎡ 14131211 aaaa

⎥
⎤

⎢
⎡ 0001

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

34332313

24232212

14131211

bbbb
bbbb =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

0100
0010

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

34332313

24232212

14131211

aaaa
aaaa

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

0100
0010θcos

θcos
θsin

θsin−
θsin−

θsin
θcos

θcos
⎥
⎦

⎢
⎣ 44342414 bbbb ⎥

⎦
⎢
⎣ 1000 ⎥

⎦
⎢
⎣ 44342414 aaaa ⎥

⎦
⎢
⎣ 1000

例として２ ３要素を零にする 0== bb例として２，３要素を零にする 03223 == bb

⎥
⎤

⎢
⎡ 0001

⎥
⎤

⎢
⎡ +−+ 141312131211 acosasinasinacosaa θθθθ

=
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

− 00
00

θθ
θθ

cossin
sincos

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

+−+
+−+

343323332313

242322232212

acosasinasinacosaa
acosasinasinacosaa

θθθθ
θθθθ

⎥
⎦

⎢
⎣ 1000 ⎥

⎦
⎢
⎣ +−+ 443424342414 acosasinasinacosaa θθθθ

( ) ( ) θθθθθθ sincosasinacosacossinab 22 +−+−= ( ) ( ) θθθθθθ sincosasinacosacossinab 3323232223 +−+−=

( ){ } 0222 232233 =+−= θθ cosa/sinaa



ヤコビ法６( ){ } 0222 23223323 =+−= θθ cosa/sinaab

2322
aa

atan =θ 231 2
2
1

aa
atan= −θ

3322 aa − 33222 aa −

一般的に般的に

21 a ija2( )224 jjiiij aaa −+

( )497
2

2
1 1 .

aa
a

tan
jjii

ij

−
= −θ

jjii aa −

j

θ2

jjii

( )2242 jjiiijjjii aaa/aacos −+−=θ



ヤコビ法６( )2242 jjiiijjjii aaa/aacos −+−=θ ( )42 jjiiijjjii aaa/aacos +θ

θθθ 222 sincoscos =倍角 式 12 2= θcosθθθ2 sincoscos −=倍角の公式 12 −= θcos

( ) 221 /coscos θθ += ( ) 221 /coscos θθ +

θθθ 222 sincoscos −=倍角の公式 θ221 sin−=θθθ2 sincoscos倍角の公式 θ21 sin

( ) 221 /cossin θθ −= ( )ijasgn× ( )jjii aasgn −×( ) 221 /cossin θθ= ( )ijasgn× ( )jjii aasgn×

=θsin ( )ijasgn ( )jjii aasgn − ( ) 221 /cos θ−



ab = ( )j,i,k ≠l

θθ sinacosabb +==

ll kk ab = ( )j,i,k ≠l

( )jik ≠θθ sinacosabb kjkikiik +==

θθ cosasinabb +==

( )j,ik ≠

( )jik ≠θθ cosasinabb kjkijkkj +−== ( )j,ik ≠

θθθθ cossinacosasinab ijiijjii 222 ++=

θθθθ cossinasinacosab ijiijjjj 222 −+=

( ) θθ 222
2
1 cosasinaabb ijiijjjiij +−== ( )
2 ijiijjjiij



例１２ ヤコビ法を用いて次の対称
行列の固有値を求めよ。

⎤⎡

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡ −

= 352
121

A
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ −−

=
331

352A

非対角要素の絶対値が最大のものは 23a であるから

( )2242 jjiiijjjii aaa/aacos −+−=θ

( ) ( )22 3534352 ++×−−= /cos θ 5
4

6436
8

=
+

=
56436 +



42 =θcos
5

2 =θcos

( ) 2541 //θ 103 /( ) 2541 //cos +=θ 103 /=

( ) ( )( ) ( ) 2541353 //sgnsgnsin −−−=θ

101 /=

⎥
⎤

⎢
⎡

1011030
001

//J ⎥
⎤

⎢
⎡

1011030
001
//Jt

⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣ −
=

1031010
1011030

//
//J

⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣

−=
1031010
1011030

//
//Jt



⎤⎡ 001
⎥
⎤

⎢
⎡ −121 ⎤⎡ 001

( ) =1A
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

1011030
001

//
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

352
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

− 1011030
001
//

⎥⎦⎢⎣ − 1031010 // ⎥⎦⎢⎣ −− 331 ⎥⎦⎢⎣ 1031010 //

⎤⎡ 001 ⎤⎡ 1051051 //

= ⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

1011030
001

//
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡ −

10410182
1051051

//
//

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ − 1031010 // ⎥

⎥

⎦
⎢
⎢

⎣ −− 10121061 //

⎥
⎤

⎢
⎡ − 1051051 //

=
⎥
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢
⎢

⎣ −− 10400105
01060105
//

//

⎦⎣ 10400105 //



⎤⎡ 001
⎥
⎤

⎢
⎡ −121 ⎤⎡ 001

( ) =1A
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

1011030
001

//
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

352
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

− 1011030
001
//

⎥⎦⎢⎣ − 1031010 // ⎥⎦⎢⎣ −− 331 ⎥⎦⎢⎣ 1031010 //

⎤⎡ 001 ⎤⎡ 1051051 //

= ⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

1011030
001

//
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡ −

10410182
1051051

//
//

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ − 1031010 // ⎥

⎥

⎦
⎢
⎢

⎣ −− 10121061 //

⎥
⎤

⎢
⎡ − 1051051 //

この手続きを繰り返す

=
⎥
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢
⎢

⎣ −− 10400105
01060105
//

// ことにより、対角行列
となる。

⎦⎣ 10400105 //


